LOSUNGEN VON HYDRODYNAMISCHEN GLEICHUNGEN

mehr verflachte, je weiter rechts die Schwerpunktlage
der abgeschnittenen Impulse angenommen wurde.
Um die Ubereinstimmung mit der Theorie zu er-
halten, mullten sie alle Impulse, die (in zwei tiber-
einander angeordneten Proportionalzihlrohren) das
Doppelte der wahrscheinlichsten Impulsgrofle itiber-
schritten, von der Auswertung ausschlielen. Wie je-
doch Tab. 3 am Beispiel der 2. Mefireihe zeigt, wur-
den bei den vorliegenden Messungen analoge Beob-
achtungen nicht gemacht; der logarithmische Wieder-
anstieg der mittleren Impulsgrofle erreichte vielmehr
die von Bethe und Bloch angegebene Steilheit unter
der Annahme, da} der Schwerpunkt der bei der Re-
gistrierung verlorengegangenen Impulse knapp ober-
halb der Abschneidegrenze lige.

Mesonen- Theor. Wiederanstieg | Experimenteller Wiederanstieg
reichweiten- der mittleren IO S S
gruppe ImpulsgroBe a) b) )
11 12,1% 3,1% 7,0% 11%
11T | 21,9 11,6 20,5 | 29
v 28,9 14,8 39,5 65

a) unter Vernachlidssigung der den Film iibersteuernden Impulse;

b) unter der Annahme, daBl der Schwerpunkt der den Film iibersteuernden
Impulse bei der Abschneidegrenze liege

¢) unter der Annahme, daBl der Schwerpunkt der den Film iibersteuernden
Impulse beim Doppelten der Abschneidegrenze liege.

Tab. 3.

Die vorliegenden Ergebnisse zeigen also in Uber-
einstimmung mit zahlreichen neueren Arbeiten, dal3
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Ionisationsmessungen zuverldssig und reproduzier-
bar ausgefiihrt werden konnen. Man koénnte daher
daran denken, die Ionisation, die ja neben der Viel-
fachstreuung und der Bahnkriimmung im Magnetfeld
eines der der Messung zugénglichen Charakteristika
von Bahnspuren sehr energiereicher Teilchen dar-
stellt, zur Messung von Teilchenenergien heranzu-
ziehen. Einer solchen Anwendung der Mefmethode
scheint zunichst die in der erheblichen Breite der
Impulsgrofenverteilungen zum Ausdruck kommende
Undefiniertheit des Zusammenhanges zwischen Im-
pulsgrofle und Teilchenenergie im Wege zu stehen,
doch lieBle sich dieser durch die Bedingung, dal} das
gleiche Teilchen in mehreren hintereinander ange-
ordneten Zihlrohren gleichgrofle Impulse erzeugen
soll, in ausreichendem Malle verscharfen. Es wird
deshalb fiir moglich gehalten, dal} eine solche An-
ordnung in gewissen Fillen ein magnetisches Energie-
spektrometer ersetzen kann.

Eine mir dankenswerterweise vom Max-Planck-Institut fiir
Physik in Gottingen gewdhrte personliche Beihilfe gab mir
die Moglichkeit zur Durchfiihrung der vorliegenden Arbeit.
Ich danke Herrn Prof. Dr. O. Hax el fiir die Problemstel-
lung, fiir das stindige Interesse und fiir wertvolle Diskussio-
nen. Herrn Prof. Dr. K. Wirtz bin ich fiir seine fordernde
Leitung sowie fiir zahlreiche wertvolle Ratschldge ebenfalls
zu besonderem Dank verpflichtet.

Losungen der hydrodynamischen Gleichungen mit linearem Verlauf
der Geschwindigkeit

Von Sesastian v. HOERNER
Aus dem Max-Planck-Institut fiir Physik, Gottingen
(Z. Naturforschg. 10 a, 687—692 [1955] ; eingegangen am 20. Juli 1955)

Fragt man nach allen ebenen Gasstromungen, bei denen die Gasgeschwindigkeit zu allen Zeiten
eine lineare Funktion des Ortes ist, so 1aft sich die allgemeine Losung des Problemes explizit an-
geben. — Es existieren drei verschiedene allgemeine Losungstypen und drei Grenzfille. Eine spezielle
Untergruppe der Losungen wird gesondert betrachtet.

Ein Vergleich mit starken StoBfronten zeigt, dafl diese linearen Losungen die Frontbedingungen
im allgemeinen nicht erfiillen konnen, zur gendherten Darstellung des riickwirtigen Gebietes jedoch
verwendbar sind. Nur bei einem Verhiltnis der spezifischen Wirmen »=7/5 (5 Freiheitsgrade) er-

geben sie eine exakte Darstellung.

Ein weiteres Beispiel exakt linearen Geschwindigkeitsverlaufes ist das von Bur gers behandelte

isentrope Abstrémen ins Vakuum.

Eine Arbeit tiber instationire starke Stoffronten!
zeigte, da} Frontverlauf und riickwirtiges Gebiet
einer ebenen starken Front bei verschiedensten An-
fangsbedingungen sich mit wachsender Zeit stets ein

1 K. Hain u. S.v. Hoerner, Z. Naturforschg. 9a,
993 [1954].

und derselben, von Héafele? gefundenen Homo-
logie-Losung anschmiegen. Am auffilligsten war da-
bei der nahezu geradlinige Verlauf der Geschwindig-
keit tiber dem Ort.
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Im Anschluf} hieran tauchte die Frage auf, ob sich
die hydrodynamischen Bewegungsgleichungen mit
der zusatzlichen Forderung

u(x,t) =A(t) x+B(1)

allgemein losen lassen. Weiterhin interessiert, wie-
weit diese linearen Losungen zur gendherten Dar-
stellung von Stoffronten geeignet seien.

I. Die allgemeine Losung

1. Bezeichnen wir mit ¢, » und p Dichte, Ge-
schwindigkeit und Druck, so wollen wir die Grund-
gleichungen der Hydrodynamik im ebenen Fall in
der folgenden Form benutzen:

or+uo,+ ou,=0, (1a)
pt+upx+fgpul=0, (1b)
u+uu,+ plo=0. (1c)

Wegen der astrophysikalischen Anwendung auf ein-
atomige Gase soll das Verhiltnis der spezifischen
Wirmen weiterhin stets mit » = 5/3 eingesetzt wer-
den.

Durch Einfilhrung der (durch die spezifische

Wairme ¢, dividierten) Entropie s
e’ = p/o™ (2)
erhalten wir auflerdem noch die Gleichung

st+us,=0. (3)

2. Wir wollen zur Abkiirzung vereinbaren, daf}
groBe Druckbuchstaben stets Funktionen der Zeit
allein darstellen. Unsere Forderung: ,,die Geschwin-
digkeit sei zu allen Zeiten eine lineare Funktion des
Ortes“ lautet dann

u(x,t) =Ax+B (4)
und Gl. (3) schreibt sich somit
st+ (Ax+B) s,=0. (5)

Die Form dieser Gleichung legt es nahe, fiir s einen
Ansatz zu probieren, bei dem s eine willkiirliche
Funktion eines in z linearen Argumentes y ist, das
wir in folgender Form schreiben wollen:

y=(z-0Q)/S. (6)

Bezeichnen wir mit einem Strich die Ableitung nach
y und mit einem Punkt die nach der Zeit, so erhal-

s=s(y) mit
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ten wir mit s; =" y; (und entsprechend fiir s,) durch
Einsetzen von (6) in (5):

__ v _S,, 50-50
Ax+B= - Sx+ T : (7)
Mit A=S5/Sund B= (SQ-5Q)/S (8)

ist demnach (6) die allgemeine Losung von (5), da
sie eine willkiirliche Funktion des Argumentes y dar-
stellt.

3. Auf ahnliche Weise konnen wir nun die all-
gemeinen Losungen von (la) und (1b) erhalten.
Zusammengefaf3t schreiben wir beide Gleichungen

fitufe+nfu,=0. (9)

Dabei steht f fiir 0 mit n =1 und fiir p mit n=5/3.
Mit der Substitution

h=Inf+nln$S (10)
und u, = S/S erhalten wir aus (9)
hi+uh,=0. (11)

Die Gleichung fiir & hat also dieselbe Form wie die
fiir s, ihre Losung ist also auch wieder eine will-
kiirliche Funktion von y. Das gleiche gilt dann auch
fiir e, und als Losungen von (la) und (1b) erhal-
ten wir somit
o(z,t) =51 p(y), (12)
pz,t) =S~ y(y). (13)

¢ und y sind wieder willkiirliche Funktionen von y.

4. Als letztes bleibt noch Gl. (1c). Da wir fir o
und p schon Lésungsformen besitzen, spielt (lc)
die Rolle einer Vertraglichkeitsbedingung; d. h. die
Forderung ihrer Separierbarkeit nach Funktionen
von y und ¢ wird uns Bedingungen liefern fiir die
bereits eingefiihrten Funktionen.

Wir setzen (4), (12) und (13) in (lc¢) ein und
erhalten
— = ST (A + A2) y +SP[(A+ A4)Q+ B+ AB].

a )

(14)
Da /¢ eine Funktion von y allein ist, darf auch
die rechte Seite der Gleichung nicht mehr explizit
von der Zeit abhiingen. Die mit @ und 0 zusammen-
gefaliten Ausdriicke miissen also Konstanten sein.

Eine Umrechnung nach (8) ergibt

(15a,b)

=55 und 0=5"Q.
Wir erhalten hieraus
é: ((3/:1)3 (16)



LOSUNGEN VON HYDRODYNAMISCHEN GLEICHUNGEN

und mit u; und ¢, als Integrationskonstanten

Q=uy(t—1) + (6/0)S, (17)
wodurch y die Form erhalt
y =[x —uy(t—1))1/S— (6/a). (18)

Nun ist aber y ein Argument willkiirlicher Funk-
tionen, so da} wir die additive Konstante d/a ohne
weiteres weglassen konnen. Wir setzen also 0=0,
haben damit allerdings iiber den Nullpunkt von y
nach (14) verfiigt, daB} dort gerade die substantielle
Beschleunigung null ist. Es ist somit jetzt

y=[r—uy(t—1)1/S.

5. Wir fassen das Bisherige zusammen. Der lineare
Geschwindigkeits-Ansatz (4) ergibt mit den Grund-
gln. (1) als allgemeine Losung Gl (12) fiir die
Dichte, Gl. (13) fiir den Druck und Gl. (6) fir die
Entropie. Eine hieraus erhaltene Formel fir die
Schallgeschwindigkeit a fiigen wir noch hinzu:

a(z,t) =S~ " b(y). (20)

Die Zeitfunktion S ist gegeben durch ihre Diff.-Gl.
(15a). Wir haben vier Funktionen (¢, v, s, b) des
durch (19) bestimmten Argumentes y eingefiihrt;
von ihnen ist eine willkiirlich, die anderen sind dann
gegeben. Wahlen wir z. B. die Druckfunktion v als
willkiirliche, so ist (mit d =0) nach (14)

(19)

¢=_w’/ay’ (21)

und weiterhin ist dann
s=lnw—3§lng0 (22)
und b= (5y/3¢)". (23)

Der Ansatz (4) fiir die Geschwindigkeit lautet mit
(8), (17) und 6 =0 dann:
u(z,t) = uy+ g [2—ug(t—t5)]
oder mit (19): )
u(z,t) =uy+Sy. (25)
Gl. (14) bzw. (21) hatten wir auch in der Form

(26)

(24)

—plo=a Sy

schreiben kénnen. Sie besagt dann einfach: soll die
Verteilung der Geschwindigkeit linear sein und linear
bleiben, so muf auch die substantielle Beschleunigung
linear sein. Weiterhin lesen wir aus (24) und (26)
ab: das mit u, fliegende Teilchen bleibt stets un-
beschleunigt. Aulerdem zeigt (6), dall die Linien
y =const Lebenslinien (Teilchenbahnen) sind.
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II. Der zeitliche Verlauf

1. Der zeitliche Verlauf der Losungen wird be-
stimmt durch die Diff.-Gl. fiir S

S=aS", (27)
Einmal integriert, erhalten wir mit f als Integrations-
konstanten
S2=f—-3aS"", (28)
Je nach den Vorzeichen von a und f werden wir
verschiedene Losungstypen erhalten. Sind beide po-
sitiv, so fithren wir die folgenden Normierungen ein:
R=(p/3a)"”:+S und
T=/p/(3a)" (t—1t,)
mit ¢; als weiterer Integrationskonstanten. Wir kon-
nen dann (28) schreiben

(29)

R2=1-R"" (30)
und erhalten als Losung
T=(R"+2)(RF-1)", (31)

2. Sind o oder f negativ, so setzen wir jeweils
P==p (32)
und fiihren die Normierungen (29) nun mit a; bzw.

f1 so aus, dal} stets nur die positiven GroBen be-
nutzt werden. Dann erhalten wir

T=(R"*-2)(1+R")" fir a<<Ound >0, (33)
T=(R"+2)(1—R")" fir a<<Ound 8<<0. (34)
Da R und T als physikalische GréBen reell sein sol-
len, ist der Fall >0, <0 auszuschlieBen.

3. Als letztes sind noch die Grenzfalle bei ver-
schwindenden Konstanten zu betrachten. Mit ent-
sprechenden Normierungen ergibt sich:

o= —aj;

R-—(T) fir a<<0, =0, (35)
R=T fir a=0, A>0, (36)
R = const fir «a=0, f=0. (37)

Die restlichen Kombinationen sind wiederum aus-
zuschlief3en.

4. In Abb. 1 ist das Ergebnis dargestellt und in
Tab. 1 schematisch erlautert.

| T
Kurve ‘ 6. | a 3 | Beschleunigung wirkt ‘ U,
_ ‘ — i .
1 \ 31 1‘ + i = *‘ expandierend ‘
2 | 36 | 0| | ! +0
3 37 | o _:)- i} unabhingig vom Ort 1‘ -0
4 33 | -]+ : schwach komprimierend | = 0 fiir t > oo
5 35 — | 0 | Grenzfall zw. 4 u. 6 | = 0firt— o
6 | 34 =2 == ‘ stark komprimierend

Tab. 1
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7‘\ —
Abb. 1. Der Verlauf der Abstinde R benachbarter Lebens-
linien mit der Zeit T fiir alle Losungstypen (Tab. 1).

Zur Veranschaulichung der Figur diene folgendes.
Da y =const auf Lebenslinien gilt. so dndert sich
nach (12) die Dichte ldngs einer Lebenslinie mit
S~1. Das heifit aber, daBl der Abstand benachbarter
Lebenslinien sich mit S andert. Da sich R von S
(und 7 von ¢) nur durch die Normierung unterschei-
det, so kénnen wir sagen: Abb. 1 stellt den zeitlichen
Verlauf des Abstandes benachbarter Lebenslinien
dar.

Es existieren also drei allgemeine Losungstypen
und drei Grenzfille. Die allgemeinen Losungen sind:

Kurve 1: gebremstes Zusammenlaufen; Stillstand;
beschleunigtes Auseinanderlaufen.

Kurve 4: beschleunigtes, zum Schlufl unendlich
schnelles Zusammenlaufen. Oder: anfangs
unendlich schnelles, dann gebremstes Aus-
einanderlaufen.

Kurve 6: anfangs unendlich schnelles Auseinander-
laufen; Bremsung bis Stillstand ; beschleu-
nigtes, zum Schluf} unendlich schnelles Zu-
sammenlaufen.

Und die drei Grenzfalle sind:

Kurve 2: konstantes Auseinander- oder Zusammen-
laufen.

Kurve 3: konstanter Abstand.

Kurve 5: wie 4, aber mit Stillstand nach (vor) un-

endlich langer Zeit.

Weiterhin ist noch zu bemerken, dafl es keine
oszillierenden Lésungen gibt. Mit anderen Worten:
die Beschleunigung wirkt entweder stets expandie-
rend oder stets komprimierend, ein Wechsel ist nicht

moglich.
III. Festlegung der Konstanten

1. Es sei zu einer festen Zeit eine raumliche Ver-
teilung von u, 0 und p vorgegeben. Dabei seien u

und p,/0 linear in 2, so dall wir es mit einer der
hier behandelten Losungen zu tun haben. Es sollen
nun alle Konstanten soweit bestimmt werden, daf}
sich der weitere zeitliche Verlauf aus der Abb. 1 er-
gibt.

2. Zunichst mufl der Losungstyp festgelegt wer-
den. Mit (26) und (19) und der Abkiirzung
«

g= (I)J'/Q)J‘ (38)
ist
a=—-S%g (39)
oder
sgna= —sgng. (40)
Aus (28). (24), (39) und der Abkiirzung
h=u, (41)
erhalten wir weiterhin
p=S*(h*-3g) (42)
oder
sgn f=sgn(h®> -3 g). (43)

Die GIn. (40) und (43) ergeben uns die Vorzeichen
von o und f und somit den Losungstyp.

3. Als néchstes bestimmen wir den augenblick-
lichen Punkt R, auf der entsprechenden Kurve R (7).
Nach (29) und der Festlegung iiber die jeweilige

Normierung ist

R:(iﬂ:/3:ai)3/’5. (44)
Setzen wir (39) und (42) ein, so erhalten wir
R, =|(h?/3g) —1[". (45)

4. Nun ist noch der MaBstab der Zeitskala zu be-
rechnen. Schreiben wir die Normierung (29) in der
Form

T=(t—t)/t mit = (3|a|)”/f2, (46)

so erhalten wir fiir die Zeitskala 7 mit (39) und
(42)

t=(3|gl|) 7" (h?/3g—1) 2, (47)

5. Der MaBstab von S ist willkiirlich zu wahlen,

da direkt nur S/S gebraucht wird. Sonst ist S nur
Faktor bei willkiirlichen Funktionen.

IV. Die Untergruppe p ~ ¢
1. AuBler dem etwa geradlinigen Verlauf der Ge-

schwindigkeit hatte sich in der Arbeit! iiber instatio-
nire starke StoBfronten auch noch ergeben. daf} die
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Beziehung p ~ ¢ fiir die rdumliche Verteilung zu
festen Zeiten recht gut erfiillt war. Dabei war der
Proportionalitatsfaktor zeitabhdngig, der Exponent y
dagegen konstant und rund 0,8. Mit P als einer rei-
nen Zeitfunktion wollen wir dies schreiben:

plz,t) =Pg. (48)

Wir wollen auch hier wieder die Frage stellen:
Welche Losungen ergeben die Grundgln. (1) mit der
zusitzlichen Forderung (48)? Die Linearitdt von u
setzen wir hierbei also nicht voraus, es zeigt sich

aber, dall wir sie durch (48) erhalten.
2. Durch Differenzieren erhalten wir aus (48)

p.=7P @ s,
(49)
pi=Po +yPo 1.
Wir setzen dies in die Grundgl. (1b) ein. Unter Be-
nutzung der Kontinuitétsgl. (1a) ergibt sich dann

P (P —7)Pu—0

oder

Uy = 7(5 f;")_l'l:’/P,

: (50)

wobei wir y#5/3, d. h. Anisentropie voraussetzen.

Die Forderung (48) ergibt also zusammen mit
den Grundgleichungen, dal u, eine reine Zeitfunk-
tion sein mul}. Das aber heif3t, da} u linear in x ist.
(48) stellt also eine Untergruppe von (4) dar, und
alle bisher abgeleiteten Beziehungen miissen auch
jetzt gelten.

3. Zum Beispiel hatten wir bisher u,:.é/.s ge-
schrieben. Zusammen mit (50) gibt dies den Uber-
gang von S auf P:

P—6,8 ¢ (51)

mit einer willkiirlichen Konstanten 9, .

4. Wenn u linear in x ist, so mul} sich weiterhin
erstens p,/0 in der Form (26) schreiben lassen, und
zweitens miissen p und o die Gestalt (12) bzw. (13)
haben. Nach einiger Zwischenrechnung ergibt dies
(mit { = const) :

o= v

—1/(1=)

(52)

Die Dichte ist also nun keine willkiirliche Funktion
mehr, sondern eine Potenz eines in x quadratischen

Ausdruckes.

691

V. Vergleich mit der Standardfront

1. Die sich stets einspielende Verteilung! wollen
wir eine Standardfront nennen. Sie entsteht aus fast
beliebigen Anfangsverteilungen, wenn eine schnelle
Wolke ohne Energienachschub in ein ruhendes Ge-
biet konstanter Dichte hineinlduft. — Wir stellen
die Frage, wieweit sich die linearen Lésungen zur
Darstellung einer Standardfront eignen.

2. Zunichst wollen wir danach fragen, ob man
mit den linearen Lésungen die Frontbedingungen
erfillen kann, die wir nach v. Weizsdcker? in
der Form schreiben:

p=%ou’. (53), (54)

0 =const,

Der jeweilige Ort der Front ist durch Integration
einer weiteren Gleichung

T=v==%u

(55)

gegeben, wobei v die Geschwindigkeit und z; der
Ort der Front ist.

Wir gehen dabei so vor, dal wir uns im z, ¢-Dia-
gramm das Feld einer noch niher zu bestimmenden
linearen Losung gegeben denken. In diesem Feld
denken wir uns eine Linie herausgegriffen, die der
Gl. (55) geniigt, die also beziiglich ihrer Geschwin-
digkeit eine Front darstellen konnte. Die Schreib-
weise (12) fiir die Dichte enthilt eine willkiirliche
Funktion ¢ (y) des in x linearen Argumentes y, die
wir nun so festlegen, daf} liangs der herausgegriffe-
nen Kurve die Dichte gerade konstant bleibt. Damit
ist auch (53) erfiillt. Da nun aber wegen der Li-
nearitiat der Beschleunigung (26) auch der Verlauf
des Druckes festgelegt ist, so bleibt keine weitere
Freiheit mehr zur Erfillung der Bedingung (54).
Das aber heifit, daf} die linearen Losungen im all-
gemeinen die Frontbedingungen nicht erfiillen kon-
nen.

3. Hafele? hat inzwischen gezeigt, dafl bei
einem Verhiltnis der spezifischen Warmen »=7/5
(5 Freiheitsgrade) sich die Standardfront analytisch
angeben 1Bt und hierbei einen exakt linearen Ver-
lauf der Geschwindigkeit besitzt. In einer folgenden
Arbeit wird F. Meyer zeigen, dal sich die Front-
bedingungen mit linearen Losungen nur fiir diesen
speziellen Wert von x erfiillen lassen. H. Schmidt
untersucht zur Zeit die Frage, wie grofl die Abwei-
chungen einer Standardfront gegeniiber einer linea-
ren Losung sind in Abhéngigkeit von x.

3 C.F.v. Weizsacker, Z. Naturforschg. 9a, 269 [1954].
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4. An Hand der ilteren Rechnungen mit » =5/3
lassen sich einige Vergleiche durchfiihren. Zum Bei-
spiel gilt (25) fur lineare Losungen. Langs einer
Lebenslinie ¥ = const ist dann mit (27)

(o

\ Ot ,)7/ = const
und mit Gl (20) fir die Schallgeschwindigkeit a
ergibt sich

=Sy=—aS "y (56)

(2?/”5)3, e const , (57)
denn nach (6) ist fiir y = const auch die Entropie s
konstant.

Fir eine der friher gerechneten instationdren
Stofronten (1. c., Abb. 8) ergab sich, dal} sich der
Ausdruck (57) langs einer Lebenslinie um nur 20%0
dnderte, wihrend gleichzeitig u und Qu/d¢ sich um
einen Faktor 4,4 bzw. 3,1 veranderten; d. h. (57)
weicht nur relativ wenig von der Konstanz ab.

5. Eine weitere Probe soll durchgefiihrt werden
fur die rdumliche Verteilung zu einer festen Zeit.
Wir benutzen die von Hiafele? aus dem Homo-
logie-Ansatz erhaltene Standardlésung und priifen
die Konstanz der Grofen u,, (p./0), und y. Als an-
schauliche Skala benutzen wir die Geschwindigkeit u,
die an der Front auf 1 normiert ist, nach hinten ab-
fallt und negativ wird. Die in Prozent ausgedriickten
Abweichungen der Groflen gegeniiber ihrem Wert
an der Front zeigt Tab. 2.

u ur (pr/0) z ¥ )
0 +2%0 —6%0 +1,3%0
-1 +4% —24%/ +2,3%
-3 +7% —47% +4,0%0
—10 +11% —83% ‘ +6,2%0
Tab. 2.

Wir sehen, daf} die Linearitdt von u tiber den ge-
samten Bereich recht gut ist, die Beschleunigung da-
gegen nur im physikalisch interessanten Bereich etwa
linear ist. Sehr gut jedoch ist p ~ o7 erfillt.

Direkt an der Front mufl wegen der Randbedin-
gungen (53) bis (55) stets gelten

y=(22-1)/3. (58)

VI. Diskussion

1. Wir haben gesehen, daf} die aus der Forderung
linearer Geschwindigkeit sich ergebenden Losungen
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sich allgemein angeben lassen. Sie bilden je nach
Wahl der Integrationskonstanten drei allgemeine
Losungstypen und drei Grenzfille.

Diese linearen Losungen konnen eine Standard-
front exakt darstellen bei x = 7/5 (5 Freiheitsgrade).
Fiir %2 =5/3 (3 Freiheitsgrade) ergeben sie eine gute
Naherungsdarstellung bis etwa zum Nulldurchgang
der Geschwindigkeit und sind unter Umstidnden noch
brauchbar bis zur doppelten Entfernung von der
Front. Den physikalisch interessanten Teil der Stan-
dardfront kann man also mit ihnen genihert be-
schreiben. — Innerhalb der linearen Losungen
scheint die Untergruppe p ~ ¢ besonders zur Dar-
stellung geeignet zu sein.

2. Ein weiteres Anwendungsbeispiel ist das von
Burgers? behandelte Abstromen: Gegeben sei
zur Zeit t=0 eine Wolke, die den Halbraum x<<0
ruhend und mit konstanter Dichte und Entropie er-
fiille. In # > 0 sei Vakuum. Dann lauft mit der Ge-
schwindigkeit — a, eine Verdiinnungswelle nach links
in die Wolke hinein, wahrend die duBerste Grenze
des Gases mit + 3 a, nach rechts lauft. (a,= Schall-
geschwindigkeit der ungestorten Wolke.) Zwischen
diesen beiden Grenzen ergibt sich ein linearer Ver-
lauf der Geschwindigkeit:

u(z,t) =% (ay+z/t) fiir x=5/3 (59)
und fir die Dichte gilt
o(@,0) =0y (1(1—z[3ay0)} % (60)

3. Nach dem bisherigen scheint es so, als hitten
allgemein Abstromvorgénge ins Vakuum die Tendenz
zum linearen Abstromen, unter Umsténden leicht ge-
stort durch damit nicht vertragliche Randbedingun-
gen. Diese Frage konnte untersucht werden einer-
seits durch numerische Rechnung instationdren Ab-
stromens verschiedener Anfangsverteilungen, dhnlich
wie frither!. Andererseits konnte man versuchen,
die Stabilitét linearer Losungen gegeniiber Stérungen
analytisch zu untersuchen. So hat z. B. Héafele?
den Ansatz (4) durch ein kleines in x quadratisches
Glied erweitert und gezeigt, dal} dieses fiir t— o0
verschwindet, wobei dann gerade eine Verteilung
p ~ o resultiert.

Herrn Prof. C. F. v. Weizsicker und unserer Arbeits-
gruppe maochte ich fiir viele wertvolle Diskussionen danken.

4 J. M. Burgers, K. Ned. Akad. Wetensch. 49, 588
[1946] ; weitere Literatur bei D. C. P a ¢ k, Mon. Not. Roy.
Astr. Soc. 113, 43 [1953].



